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Povzetek

Vsi poznamo linearno funkcijo. Njen graf v
ravninskem kartezi¢cnem koordinatnem sistemu
je premica. Po drugi strani morda se nismo vsl
slisali za hanojski stolp. Hanojski stolp
imenujemo tudi bramanski stolp. Sestoji iz niza
64 vedno manjsih zlatih diskov z luknjami v
sredini. Diski so namescéeni na palcki in bramani
jih morajo prestaviti po posebnem pravilu na
drugo palcko. Ko bodo prestavili zadnji disk,
pravi zgodba, bo konec sveta.

In kaj imata skupnega linearna funkcija ter
hanojski stolp?
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Linearna funkcija

y=kx+n

V=X y=-X;y=2x+1
n —odmik in k —
naklon
lahko zapisemo tudi
kot: f(x) =k x+n

- 1(x)= x5 5(x)= -x;

f.(x)=2x+ 1
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Linearna funkcija malo drugace

f,(x)=x:
Opis: funkcija f,(x) izraduna vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= x
f,(x)=-x:
Opis: funkcija {,(x) izrac¢una vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= -x

f.(x)=2x + 1:
Opis: funkcija £, (x) izraduna vrednost koordinate y za
katerokoli vrednost x za linerano funkcijo y= 2x+1

Zakrivanje ali enkapsulacija.
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Zakrivanje

funkcija 1, () na (magic¢en) nacin 1zraduna
vrednost y koordinate pri danem x

o f;() moramo vedeti kaj dela in ne kako;
potrebujemo njen podpis (signature):
funekbicn £ (2) ¢

Oris: lzracling vV bo obrazcll v= X
Peiamenns - celoriealine Sienllo b
Rezultat: celo/realno Stevilo y
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Linearna funkcija se malo
drugace

Imamo funkcije
f(x)=x
f,(x)=-x
f.(x)=2x+ 1
ali bi lahko kako posplosili funkcije, da bi nam ne

bi bilo potrebno definirati toliko funkcij?
pouporaba (reuse)

Posplositev ali abstrakcija.
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Posplositewv

vse tri funkcije bomo posplosili v eno

funkcijo:

FunckElion tlx. k. oy e

Opilg: Laroouns v oo eobraact v leisdn
Parametri: celo/realno Stevilo X,
neklon k vn edmik 0

Reill iy eele/ reying chevile

nase funkcije lahko sedaj zapisemo kot:
f,(x)=1(x,1,0)

f,(x)=1(x,-1,0)

f.x)=1(x,2,1)
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priceli smo pri matematiénih funkcijah

spoznall smo pojma zakrivanja in
posplositve

zakrivanje in posplositev predstavljata
osnovna prijema/tehniki, ki ju

uporabljamo v ra¢unalnistvu in
informatiki
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Risanje

vzamemo ravnilo, naredimo dve tocki ter
narisemo premico skozi tocki
kje je palc¢ek v racunalniku, ki je uporabil
ravnilo?
v rac¢unalniku lahko nariSsemo samo eno
tocko na enkrat
« primer: program octave in v njem funkcija plot
splot (i, 2, 31, 1L, 2, 31, rALLY)
predno se lotimo risanja ¢rte, si poglejmo
plok
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2llens

..., Ki ni ograja, ampak pomeni (na)risi©
plot() izgleda skoraj kot nasa funkcija f()

function plot(x, y, Efmt}):

Opls: narise tocke z x koordinato 1in y
koordinato, pri cemer uposSteva format i1zrisa
fmt

Earamebrd = aoswnam o koo danah ocle sesanam oy
kocrdinal Fook: navedile wa bl ke 2 i5o
fmt

Reosplb ok 20

funkcija lahko samo nekaj naredi in ni¢ ne vrne
- stranski ucinek (side-effect)
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Podprogram

funkciji, ki ne vrne ni¢ (void), reGemo
véasih podprogram (procedure,
subroutine)

nazaj k plot in risanju érte
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Risanje Crte

velno.

- plot zna narisati tocke, ki jih podamo kot
seznama X in y koordinat

- ¢e bi funkciji podali toliko mnogo toc¢k, da jih ne
bi mogli razlo¢iti, b1 dobili u¢inek ¢rte
v radunalnistvu svet ni1 zvezen, ampak
diskreten

kako do seznama tock?
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Izracun tock

Ce imamo kladivo, potem vsaka stvar
1zgleda kot Zebelj — tudi vijak.
Ideja:

- napisimo funkcijo, ki bo naracunala tocke

- opomba: za potrebe tega predavanja bomo tocke
samo izpisovall na zaslon, kar sicer otezuje
njihovo uporabo za risanje

Kako izgleda funkcija? Kako jo zadrtati?
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Izracun tock

Tocke bomo 1zpisovali od nekega
zacetnega x do konénega xKonc in s
korakom delta:

tocke(x del . Eone, k. o)

(pisr Tepa o bocke Tankorace koo ol

danega x do konc¢nega xKonc s korakom
delta.

To je kaj, sedaj kako?
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Izracun tock

Kaj:

tocke(x, delta, xRKonc, k. n)

Opls: 1zpilise tocke funkcije kx+n od
danega x do koncnega xKonc s korakom
delta.

Kako:
 ¢e je x > xKonc: ne naredimo ni¢
 ¢e je x <= xKonc:
° izpiSemo X in k*x + n
° in potem???
Deli in vladaj.
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lAaraiEnng ol

Potem pa 1zpisemo Se tocke od x+delta
do konénega xKonc in s korakom delta
Kako?

« poklicemo funkcijo toc¢ke, z malce
spremenjenimil parametri (argumenti)

Funkcija tocke klic¢e samo sebe, da opravi
delo — rekurzija
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Izracun tock

Kaj (podpis):

tocke (x, delta, xKonc, k, n)

Opls: 1zpisSe tocke funkcije kx+n od
danega x do konc¢nega xKonc s korakom
ecl e

Kako (psevdokoda):

 ¢e je x > xKonc: ne naredimo ni¢
- ¢e je x <= xKonc:
- 1zpiSemo x in k*x + n
- 1zpiSemo preostale tocke z uporabo funkcije tocke
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|lAraiElan ol .

tocke (X, delta, xKone, Kk, nj)

Opls: lzplse tocke Tunke: je kxtn od
dalleds X do korenega xkene = keopalkomnm
delta.

1 (x > xEong) end f = ()

else # 1F (x <= xRKono) i 1)
orintE it ar bt e R b))
tocke lrdel o delta. “kane., k. 1)

end1lf

endfunction
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priceli smo pri matematiénih funkcijah
spoznall smo pojma zakrivanja in
posplositve

pojmi podprograma, podpis in
psevdokoda

pri nacrtovanju funkcije smo uporabili
metodo deli in vladja ter metodo
rekurzije
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Hanojski stolp

Problem pravi:

Hanojski stolp imenujemo tudi bramanski stolp.
Sestoji i1z niza 64 vedno manjsih zlatih diskov z
luknjam1i v sredini. Diski so namesceni na palcki in
bramani jih morajo prestaviti po posebnem
pravilu na drugo palcko. Pravilo pravi, da mora biti
vedno manjsi disk na vecjem disku.

Kako najti pravilno zaporedje prelaganja
- uporabimo, kar imamo: (1) funkcijo, (i1) deli in
vladaj, (111) zakrivanje, (iv) rekurzija
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Izracun tock

Kaj:

tocke (x, delta, xKonc, k, n)

Opis: 17p1se tocke funkogje kx+n od
danega x do konc¢nega xKonc s korakom
ecl e

Kako:
 ¢e je x > xKonc: ne naredimo ni¢
- ¢e je x <= xKonc:
- 1zpiSemo x in k*x + n
- 1zpiSemo preostale tocke z uporabo funkcije tocke
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Hanojski stolp — kaj

Kaj:
hanol tzaecetns kerneni, vmesna, ny

Opls: prestavi n diskov 1z zacetne
palcke na koncno palcko, pri cemer
lohke nekay oozl s ymecho paldlco !

Primer:

- prestavi(leva, desna, srednja, 5)
- prestavi(leva, desna, srednja, 64)
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Hanojski stolp — kako

Kako:
- ¢e je n = 0: ne naredimo ni¢
- e je n = l: prestavimo disk z zadetne na kon¢no
palcko
- Cejex > 1:
* (1) prestavimo (umaknemo) n-1 disk z zacetne paléke na

vmesno palcko, pri éemer lahko konéno palcko sedaj
uporabimo za vmesno palcko

* prestavimo najbolj spodnji (n-t1) disk z zacetne na konéno
palcko

* (11) prestavimo Se n-1 disk z vimesne palc¢ke na konéno
palcko, pri c¢emer lahko zacetno palc¢ko sedaj uporabimo
za vimesno paléko
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Hanojski stolp — kako

Koraka (1) in (11) sta dejansko enaka kot:

* (1) prestavimo (umaknemo) n-1 disk z zacetne palcke
na vmesno palcko, pri cemer lahko konéno palcko
sedaj uporabimo za vmesno palcko

hanoi(zacetna, vimesna, koncna, n-1)

* (11) prestavimo Se n-1 disk z vimesne palcke na
konéno palcko, pri c¢emer lahko zacetno palc¢ko sedaj
uporabimo za vmesno palc¢ko

hanoi(vmesna, koncna, zacetna, n-1)
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Hanojski stolp — kako

funckion hanoilz, k&, v, 11

Opls: prestavl n diskov 1z zacetne palcke
na konc¢no palcko, pri cemer lahko nekaj
odlozili na vmesno palcko.

T o=

elseif (n == 1)
printf(®z 2s na s \n%, =z, k)

else # 1Ff (n > 1)
hanoti(z, v, k, n=1)
prinefilz =s 1s sean®. = k)
Wames s k. oz n ]

endif

endrunct i on

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa




Hanojski stolp — celotna zgodbica

Hanojski stolp imenujemo tudi bramanski stolp.
Sestoji iz niza 64 vedno manjsih zlatih diskov z
luknjami v sredini. Diski so nameséeni na palcki
in bramani jih morajo prestaviti po posebnem
pravilu na drugo paléko. Ko bodo prestavili
zadnji disk, pravi zgodba, bo konec sveta.

in kdaj bo konec sveta?

Od linearne funkcije do hanojskega stolpa




Hanojski stolp in konec sveta

function hanoi(z, k, v, n)

premikanje diSka Opilsgs joresitavi n dighkoy 1z zZaceitneg

palcke na koncéno palcko, pri cemer
lahko nekaj odlozi na vmesno

jeé Vv nasem 0

S
elseif (n == 1)

programu izpis printf("z %s na %s\n", z, k)

slce @ #E {m > 1y

Oplsa prem].ka. Inisharemt{f ey s s le s aeal) .

printf("z %s na %s\n", z,
mzinor (v, Ik, =z, m=L)
endif

premik traja:

10 sek — ro¢ni premik

5 sek — robotski premik

1 msek — miselni premik ©
koliko premikov moramo naredit1?
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Hanojski stolp in konec sveta

recimo, da moramo nareditl T'(n)=

1.234.567 premikov, potem bo to trajalo:
« 12.345.670 sek = 142 dn1 21 ur 21 min 10 sek pri
ro¢nih premikih;
« 6.172.835 sek =71 dni 10 ur 40 min 35 sek pri
robotskih premikih;in
+ 1.234,567 sek = 20 min 34 sek 567 msek pr1
miselnih premikih
en premik naj torej traja c
kljuéno je stevilo T(n)
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Hanojski stolp in T(n)

. . function hanoi(z, k, v, n)
I{Ollko Je T(n) oo Bl e SE oF sl e b e R RS R d Ve Sl gt
palcke na koncno palcko, pri cemer
lahko nekaj odlozi na vmesno

étej mo: palcko.

if (n == 0)
e N = ]_T(]_) = l& elseif (n == 1)
printf("z %s na %s\n", z, k)

° n:Z:T(Z):SC else # if (n > 1)

° printf("z %s na %s\n", z, k)

i ek hellBed ke
- T(k) = @ =2T(k-1) +c
- T(1)=c
. T(2)=2T(1) + c = 3¢

. '.I.'.(n)= 2T(n-1) + c=2(2T(1n-2) + ¢c) + ¢c = 4T(n-2)+3c
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Hanojski stolp in T(n) ...

T(n)= 2T(n-1) + ¢ = 2(2T(n-2) + c) + ¢ = 4T(n-2)+3c
=22 (2T(Mm-3) +c) + 3¢ =23T(n-3) + 22¢c + 3c
—2°Tm-3) +22¢c + (2' ' 2
= 23T(n-3) + (22 + 21 *20)¢
= 2% T(n—-(n-1)) + Qr2+ 273+ ..+ 22+ 21t 20)c
—2nlT() (202 + 2o [+ 224 2 t20e
el A o Ve
= (e g s g BB
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Hanojski stolp in T(n) ...

Ta)=@rl+2r2 tpns 4 4 224 91t 20)c
= (2-1)*(@2™! + 272+ 278 + | + 22+ 21+ 20) / (2-1)
e
=(@2"-1) *c
= 0O(2m)
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In kdaj bo konec sveta?

1zracunajmo T(n):
function rezultat= stevPremikov (n)
e s
rezultat= 1
else
rezultat= 2 * stevPremikov(n-1) + 1
endif
pranet(Tod: ol B, revil e )
S liiein) el
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In kdaj bo konec sveta?

in koliko je T'(n):

« v enem letu je priblizno 31.536.000 sek

- T(35) = 17.179.869.184 -> 5.000 let ro¢nih
premikov

- za 36 1.000 let

- Za 64 je to 294-36 tisog& let, kar je 268 milijard let
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Hvala za pozornost!

andrej.brodnik@upr.si
vabljeni na slovensko drZzavno tekmovanje iz

znanja racunalnistva in informatike:
rtk.acm.s1
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